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➢题目：

▪ 给定包含𝑛个数的数组𝐴

▪ 进行两种操作

1. 查询下标在[𝑙, 𝑟]中的元素的和

2. 将[𝑙, 𝑟]中所有元素加𝐶

▪ 𝑛 ≤ 2 × 105

➢方法一：

▪ 对于修改，直接在数组上改；

▪ 对于查询，循环𝑙~𝑟

➢方法二：

▪ 维护前缀和

▪ 对于修改，循环𝑙~𝑟

▪ 对于询问，直接输出前缀和的差



方法一 方法二

∀𝑖 ∈ 𝑙, 𝑟 , 𝐴𝑖 += 𝐶 修改1个元素 修改𝑟 − 𝑙 + 1个元素

求σ𝑖=𝑙
𝑟 𝐴𝑖 计算𝑟 − 𝑙 + 1个元素 计算2个元素

▪ 方法一修改快，求和慢；方法二求和快，修改慢

▪ 是否存在一种数据结构，修改和求和都比较快呢？



▪ 线段树是算法竞赛中常用的用来维护区间信息的数据结构。

▪ 在𝑂 log 𝑁 的时间复杂度内实现单点修改、区间修改、区间查询等操作。

——概述



[1,10]

[1,5] [6,10]

[1,2] [3,5] [6,7] [8,10]

[1,1] [2,2] [3,3] [4,5] [6,6] [7,7] [8,8] [9,10]

[4,4] [5,5] [9,9] [10,10]

▪ 用二叉树来表示线段树，树上每个结点都表

示一段区间的答案。

▪ 每个非叶子节点都有左右两个儿子。

▪ 如果一个结点表示[𝑙, 𝑟]的答案， 设𝑚𝑖𝑑 =

𝑙+𝑟

2
。

▪ 类似于二分的思想，左儿子表示[𝑙, 𝑚𝑖𝑑]的答

案，右儿子表示[𝑚𝑖𝑑 + 1, 𝑟]的答案。

▪ 只要满足𝑙 < 𝑟就继续分下去。

——结构



1 struct node { //树的结点
2     int sum, maxn, minn;
3 } tree[N << 2];
4 //注意要开四倍空间
5
6 inline void pushup(int id) { //向上更新
7 tree[id].sum = tree[id << 1].sum + tree[id << 1 | 1].sum;
8 }
9 
10 void build(int id, int l, int r) {
11     if (l == r) { //如果是子结点
12 tree[id].sum = a[l];
13     }
14     int mid = (l + r) >> 1;
15     build(id << 1, l, mid);
16     build(id << 1 | 1, mid + 1, r);
17     pushup(id);
18 }



▪ 单点更新：修改指定点的值。

▪ 一个点的修改，只会影响到包含这个点的区间，而包含这个点的区间实际上是一条链。

▪ 线段树最大深度为log 𝑁，故更新一次时间复杂度为𝑂 log𝑁 。



1 void update(int id, int l, int r, int x, int v) {
2     if (l == r) {
3 tree[id].sum = v;
4         return;
5     }
6     int mid = (l + r) >> 1;
7     if (x <= mid) {
8         update(id << 1, l, mid, x, v);
9     }
10     else {
11         update(id << 1 | 1, mid + 1, r, x, v);
12     }
13     pushup(id);
14 }



▪ 单点查询：与单点更新过程一致，一路走到叶子结点

▪ 区间查询：对于查询[𝑥, 𝑦]，答案就是所有被完全包含区间合并起来。

▪ 例：查询区间[3,6]。绿点表示与被查询的区间[𝑥, 𝑦]有交集的结点。每层最多有两个绿点（最

左端和最右端），所以查询复杂度𝑂 log𝑁 。



1 int query(int id, int l, int r, int x, int y) {
2     if (x <= l && r <= y) { //完全包含直接返回
3         return tree[id].sum;
4     }
5 
6     int mid = (l + r) / 2;
7     int ans = 0;
8     if (x <= mid) { // 如果左区间包含
9 ans += query(id << 1, l, mid, x, y);
10     }
11     if (y > mid) { // 如果右区间包含
12 ans += query(id << 1 | 1, mid + 1, r, x, y);
13     }
14     return ans;
15 }



▪ 区间更新：更新一个区间，使得区间每个数都变成或加/减/乘/除𝑣。

▪ 实现思路：考虑区间查询的思想，把更新的区间划分为线段树上的结点，结点的区间合并起来就是区

间[𝑥, 𝑦]。比如区间[3,9]的分割如右图。

▪ 对于绿点、红点，可以递归更新；对于红点

的子结点即黄点的信息没有被更新。如果红

点也继续递归，复杂度变成𝑂(𝑁)。于是我们

引入懒标记。



——懒标记
▪ 懒标记：通过延迟对节点信息的更改，从而减少可能不必要的操作次数。

▪ 核心思想：某个结点需要用到时再去维护其正确性。递归更新时，用父节点的信息更新子结点

（pushdown），将懒标记传递下去，然后清空该结点的标记。子结点的懒惰标记是可以累加的。

▪ 实现的时候，递归更新到红点时，将红点的懒标记标记成𝑣即可。时间复杂度log 𝑁。



——懒标记

1 void pushdown(int id, int l, int r) {
2     if(!tree[id].laz) return;
3 tree[id << 1].laz += tree[id].laz;
4 tree[id << 1 | 1].laz += tree[id].laz;
5     int mid = (l + r) / 2;
6 tree[id << 1].sum += (mid - l + 1) * tree[id].laz;
7 tree[id << 1 | 1].sum += (r - mid) * tree[id].laz;
8 tree[id].laz = 0;
9 }



——区间加法
1 void update(int id, int l, int r, int x, int y, int v) {
2     if (l >= x && r <= y) {
3 tree[id].sum += (r - l + 1) * v;
4 tree[id].laz += v;
5         return;
6     }
7     pushdown(id, l, r);
8     int mid = (l + r) / 2;
9     if (x <= mid) {
10         update(id << 1, l, mid, x, y, v);
11     }
12     if (y > mid) {
13         update(id << 1 | 1, mid + 1, r, x, y, v);
14     }
15     pushup(id);
16 }



——区间查询的变化
1 int query(int id, int l, int r, int x, int y) {
2     if (x <= l && r <= y) { //完全包含直接返回
3         return tree[id].sum;
4     }
5     pushdown(id, l, r);
6     int mid = (l + r) / 2;
7     int ans = 0;
8     if (x <= mid) { // 如果左区间包含
9 ans += query(id << 1, l, mid, x, y);
10     }
11     if (y > mid) { // 如果右区间包含
12 ans += query(id << 1 | 1, mid + 1, r, x, y);
13     }
14     return ans;
15 }



▪ 当我们的问题变成二维，要统计一块平面区域的时候，就需要用到二维线段树。

▪ 问题：

▪ 维护一个𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 500)行𝑚(1 ≤ 𝑚 ≤ 500)列的数字矩阵，支持下面两种操作

1. 输入𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2：查询所有满足𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2, 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2的格子(𝑥, 𝑦)的和值。

2. 输入𝑥, 𝑦, 𝑣：修改方格(𝑥, 𝑦)的值𝑣。

▪ 一共有𝑞(1 ≤ 𝑞 ≤ 40000)次操作。



▪ 如果对于每一行建一棵线段树，每次查询要遍历行，时间复杂度𝑂(𝑁2 log𝑁)。

▪ 对于行也用线段树维护，每个结点上，除了区间和等信息，再维护一棵线段树，这棵线

段树维护行区间固定的情况下，列的区间和。
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[1,2] [3,4]

[1,1] [2,2] [3,3] [4,4]

二维线段树



—
—

区
间
查
询

1 int query1D(int idx, int id, int l, int r, int ly, int ry) { //在y轴上操作
2     if (ly <= l && r <= ry) {
3         return s[idx][id];
4     }
5     int sum = 0;
6     int mid = (l + r) >> 1;
7     if (ly <= mid) {
8 sum += query1D(idx, id << 1, l, mid, ly, ry);
9     }
10     if (mid < ry) {
11 sum += query1D(idx, id << 1 | 1, mid + 1, r, ly, ry);
12     }
13     return sum;
14 }
15 
16 int query2D(int id, int l, int r, int lx, int ly, int rx, int ry) { //在x轴上操作
17     if (lx <= l && r <= rx) {
18         return query1D(id, 1, 1, m, ly, ry);
19     }
20     int sum = 0;
21     int mid = (l + r) >> 1;
22     if (lx <= mid) {
23 sum += query2D(id << 1, l, mid, lx, ly, rx, ry);
24     }
25     if (mid < rx) {
26 sum += query2D(id << 1 | 1, mid + 1, r, lx, ly, rx, ry);
27     }
28     return sum;
29 }



—
—

单
点
更
新

1 void update1D(int idx, int id, int l, int r, int y, int v, bool leaf) {
2     if (l == r) {
3         if (leaf) {
4 s[idx][id] += v;
5         } else {
6 s[idx][id] = s[idx << 1][id] + s[idx << 1 | 1][id];
7         }
8         return;
9     }
10     int mid = (l + r) >> 1;
11     if (y <= mid) {
12         update1D(idx, id << 1, l, mid, y, v, leaf);
13     } else {
14         update1D(idx, id << 1 | 1, mid + 1, r, y, v, leaf);
15     }
16 s[idx][id] = s[idx][id << 1] + s[idx][id << 1 | 1];
17 }
18 
19 void update2D(int id, int l, int r, int x, int y, int v) {
20     if (l == r) {
21         update1D(id, 1, 1, m, y, v, 1);
22         return;
23     }
24     int mid = (l + r) >> 1;
25     if (x <= mid) {
26         update2D(id << 1, l, mid, x, y, v);
27     } else {
28         update2D(id << 1 | 1, mid + 1, r, x, y, v);
29     }
30     update1D(id, 1, 1, m, y, v, 0);
31 }



▪ 问题描述：

▪ 给定一个长度为𝑛的序列𝑎，给出𝑞个询问(𝑙, 𝑟, 𝑘)，表示求𝑎𝑙~𝑎𝑟中第𝑘小的值。

▪ 1 ≤ 𝑛, 𝑞 ≤ 2 × 105



▪ 权值线段树：每个叶子节点存储某个元素的出现次数，一条线段表示区间内所有数出现次数的总

和。利用权值线段树可以方便地求出整体第𝑘大：从根节点往下走如果𝑘小于等于左子树大小，在

左子树查找；否则在右子树中继续查找。

▪ 线段树的前缀和：我们对一个长度为𝑛的序列每个位置都建一个权值线段树。第𝑖个线段树的区间

[𝑥, 𝑦]表示1~𝑖这些数，在数组的[𝑥, 𝑦]区间中出现的次数。如果要查询[𝑙, 𝑟]的第𝑘大，可以用第𝑟棵

减去第𝑙 − 1棵得到区间[𝑙, 𝑟]的权值线段树。

▪ 问题：

▪ 空间、时间复杂度至少𝑂(𝑛2 log 𝑛)



▪ 先建一棵空树，更新的时候需要新开的点就开，不需要就连到原来的点。

1 inline int update(int cur, int l, int r, int x) {
2     int rt = ++cnt;
3 tree[rt] = tree[cur];
4 tree[rt].sum++;
5     int mid = (l + r) / 2;
6     if (l < r) {
7         if (x <= mid) tree[rt].l = update(tree[cur].l, l, mid, x);
8         else tree[rt].r = update(tree[cur].r, mid + 1, r, x);
9     }
10     return rt;
11 }



▪ 先建一棵空树，更新的时候需要新开的点就开，不需要就连到原来的点。

1 inline int update(int cur, int l, int r, int x) {
2     int rt = ++cnt;
3 tree[rt] = tree[cur];
4 tree[rt].sum++;
5     int mid = (l + r) / 2;
6     if (l < r) {
7         if (x <= mid) tree[rt].l = update(tree[cur].l, l, mid, x);
8         else tree[rt].r = update(tree[cur].r, mid + 1, r, x);
9     }
10     return rt;
11 }



1 inline int build(int l, int r) {
2     int rt = ++cnt;
3 tree[rt].sum = 0;
4     int mid = (l + r) / 2;
5     if (l < r) {
6 tree[rt].l = build(l, mid);
7 tree[rt].r = build(mid + 1, r);
8     }
9     return rt;

10 }

——建树



——查询区间第K大

1 inline int query(int u, int v, int l, int r, int k) {
2     if (l >= r) return l;
3     int x = tree[tree[v].l].sum - tree[tree[u].l].sum;
4     int mid = (l + r) / 2;
5     if (x >= k) return query(tree[u].l, tree[v].l, l, mid, k);
6     else return query(tree[u].r, tree[v].r, mid + 1, r, k - x);
7 }



1 int main() {
2 n = read(), q = read();
3     for (int i = 1; i <= n; i++) {
4 a[i] = read();
5 b[i] = a[i];
6     }
7 
8     sort(b + 1, b + n + 1);
9 m = unique(b + 1, b + n + 1) - b - 1;
10 tid[0] = build(1, m);
11     for (int i = 1; i <= n; i++) {
12         int t = lower_bound(b + 1, b + m + 1, a[i]) - b;
13 tid[i] = update(tid[i - 1], 1, m, t);
14     }
15 
16     while (q--) {
17         int x = read(), y = read(), z = read();
18         int t = query(tid[x - 1], tid[y], 1, m, z);
19         printf("%d\n", b[t]);
20     }
21     
22     return 0;
23 }

—
—

离
散
化&

查
询



▪ 求𝑛个矩形的面积并。

▪ 给出正整数𝑛和四个非负整数𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 表示一个矩形的左下角

坐标为 𝑥1, 𝑦1 ,右上角坐标为 𝑥2, 𝑦2 。

▪ 1 ≤ 𝑛 ≤ 105, 0 ≤ 𝑥1 < 𝑥2 ≤ 109, 0 ≤ 𝑦1 < 𝑦2 ≤ 109
P5490 【模板】扫描线



P5490 【模板】扫描线



P5490 【模板】扫描线

▪ 扫描线的思路：使用一条垂直于𝑥

轴的直线，从左到右扫描图形，显

然将所有左边界、右边界按𝑥值排

序即可处理。

▪ 遇到矩形的左边界，就把这条边加

入线段树；遇到右边界就弹出这条

边。

▪ 如上图，黄色部分就是有线段覆盖的部分。要求面积只需要知道𝑋1~𝑋8的长度即可。线

段树就是维护这个长度的。

▪ 过程模拟：

▪ 设𝑋1~ 𝑋8的长度分别为𝐿1~𝐿8

▪ 𝑿𝟏：将 𝑋1加入线段树，计算出𝐿1。

▪ 𝑿𝟐：将𝑋2加入线段树，计算面积𝑆 += 𝐿1 × (𝑋2 − 𝑋1)，计算出𝐿2

▪ 𝑿𝟑：将𝑋3加入线段树，计算面积𝑆 += 𝐿2 × (𝑋3 − 𝑋2)，计算出𝐿3

▪ 𝑿𝟒：将𝑋4加入线段树，首先计算𝑆 += 𝐿3 × 𝑋4 − 𝑋3 ，然后遇到了第一个矩形的右边

界，这时要从线段树中删除一条线段。这时出现了两条线段，计算出它们的和为𝐿4。



P5490 【模板】扫描线

▪ 算法流程：

▪ 将所有竖边用结构体存起来，并按

𝑥坐标排序。

▪ 扫描时，记录前一个操作结束后的

𝐿值，和前一个横坐标。

▪ 更新𝑆

▪ 实现过程

▪ 边的范围1e9，数组开不下怎么办？

▪ 使用离散化。用𝑣𝑎𝑙𝑖记录编号为𝑖的点对应的坐标

▪ 线段树怎么建？结点处存什么？怎么更新？

▪ 开一个结构体其中sum表示区间被完全覆盖的次数，len表示区间内被覆盖线段的长度。

▪ 更新时，如果sum > 0，len即为区间的右端点减去左端点；否则，还是合并子区间信息更新。

▪ 关于查询

▪ 我们每次要查询的是整个𝑦轴上的覆盖区间长度，所以直接访问𝑙𝑒𝑛1即可。

▪ 由于我们每次只查询根节点的值，所以让子结点自生自灭，不用pushdown。



▪ 离散化：当有些数据因为本身很大或者类型不支持，自身无法作为数组的

下标来方便地处理，而影响最终结果的只有元素之间的相对大小关系时，

我们可以将原来的数据按照从大到小编号来处理问题，即离散化。

▪ 离散化步骤：

▪ 将所有大数存进一个数组中；

▪ 用unique对数组去重；

▪ 用lower_bound查找大数的下标，下标即为离散化后的值。

P5490 【模板】扫描线



P5490 【模板】扫描线

1 ll n, ans, cnt, sum[N << 2], cov[N << 2],  val[N << 2], tmp;
2 
3 struct node {
4 ll up, low, x;
5     bool lr; // 记录是左边界还是右边界
6 } ed[N << 2];
7 
8 void pushup(int id, int l, int r) {
9     if (sum[id]) cov[id] = val[r] - val[l];
10     else cov[id] = cov[ls] + cov[rs];
11 }
12 
13 void update(int id, int l, int r, int x, int y, int v) {
14     if (val[r] <= x || y <= val[l]) return; // 加等号，因为线
段树区间左闭右开
15     if (x <= val[l] && val[r] <= y) {
16 sum[id] += v;
17         pushup(id, l, r);
18         return;
19     }
20     update(ls, l, mid, x, y, v);
21     update(rs, mid, r, x, y, v); // 注意是mid不是mid+1
22     pushup(id, l, r);
23 }



P5490 【模板】扫描线

1 int main() {
2 n = read();
3     for (int i = 1; i <= n; i++) {
4 ll mx1 = read(), my1 = read(), mx2 = read(), my2 = read();
5 ed[++cnt].x = mx1; ed[cnt].up = my2; 
6 ed[cnt].low = my1; ed[cnt].lr = false;
7 val[cnt] = my1;
8 ed[++cnt].x = mx2; ed[cnt].up = my2; 
9 ed[cnt].low = my1; ed[cnt].lr = true;
10 val[cnt] = my2;
11     }
12     sort(ed + 1, ed + cnt + 1, cmp);
13     sort(val + 1, val + cnt + 1);
14 tmp = unique(val + 1, val + cnt + 1) - val - 1;
15 ll l = 0;
16     for (int i = 1; i <= cnt; i++) {
17         if(ed[i].lr == false) update(1,1, tmp, ed[i].low, ed[i].up, 1);
18         else update(1, 1, tmp, ed[i].low, ed[i].up, -1);
19 ans += (ed[i].x - ed[i - 1].x) * l;
20 l = cov[1];
21     }
22 
23 cout << ans << endl;
24     return 0;
25 }



▪ 在数轴上有𝑛个闭区间从1至𝑛编号，第𝑖个闭区间为[𝑙𝑖 , 𝑟𝑖]。现在要从中选出

𝑚个区间，使得这𝑚个区间共同包含至少一个位置。换句话说，就是使得

存在一个𝑥，对于每个被选中的区间[𝑙𝑖 , 𝑟𝑖]，都有𝑙𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟𝑖。

▪ 对于一个合法的选取方案，它的花费为被选中的最长区间长度减去被选中

的最短区间长度。

▪ 区间 𝑙𝑖 , 𝑟𝑖 的长度定义为 𝑟𝑖 − 𝑙𝑖 ，即等于它的右端点的值减去左端点的值。

求所有合法方案中最小的花费。如果不存在合法的方案，输出 −1。

▪ 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑛 ≤ 5 × 105, 1 ≤ 𝑚 ≤ 2 × 105, 0 ≤ 𝑙𝑖 ≤ 𝑟𝑖 ≤ 109

NOI 2016 区间



▪ 根据花费的计算公式：被选中的最长区间长度减去被选中的最短区间长度。

▪ 将所有区间按长度排序，让最长区间尽可能小，最短区间尽可能大。

▪ 两个指针𝐿, 𝑅表示区间[𝐿, 𝑅]间的区间加入。逐一将区间加入，当有一个点

的覆盖次数达到 𝑚 ，统计答案并将前面的区间顺序删掉，直到所有点 < 𝑚 。

重复上面的过程。

▪ 如何快速维护区间内点被覆盖的次数？线段树维护区间最值即可。

▪ 注意到0 ≤ 𝑙𝑖 ≤ 𝑟𝑖 ≤ 109，我们需要将数据离散化。

NOI 2016 区间



NOI 2016 区间

1 ll L = 0, R = 0, ans = 1e18;
2 while (true) {
3     while (maxn[1] < m && R <= n) {
4 R++;
5         update(1, 1, tmp, q[R].l, q[R].r, 1);
6     }
7     if (maxn[1] < m) break;
8     while (maxn[1] >= m && L <= n) {
9 L++;
10         update(1, 1, tmp, q[L].l, q[L].r, -1);
11     }
12 ans = min(ans, (bas[R].r - bas[R].l) - (bas[L].r - bas[L].l));
13 }



▪ 给定一个长度不超过105的字符串（小写英文字母），和不超过

50000个操作。

▪ 每个操作𝐿, 𝑅, 𝐾表示给区间[𝐿, 𝑅]的字符串排序，𝐾 = 1为升序，𝐾 =

0为降序。

▪ 最后输出最终的字符串。 CodeForces 558E 
A Simple Task



▪ 因为字符串中只有小写字母，考虑维护26棵线段树对应每一个字母

在区间上出现的次数。

▪ 对区间[𝑙, 𝑟]进行升序操作时，按 𝑎 ~ 𝑧 枚举每个字母，先统计这个字

母在[𝑙, 𝑟]中的数量，计算出其排序后覆盖的区间，删除原来的数据

并进行区间修改。

abbccacabbcaaac

abaabbcccbcaaac

▪ 同理，进行降序操作时 𝑧 ~ 𝑎 枚举每个字母即可。

CodeForces 558E 
A Simple Task



CodeForces 558E 
A Simple Task

1 int main() {
2 
3     for (int i = 1; i <= q; i++) {
4         int x, y, op;
5 cin >> x >> y >> op;
6         int tmp = x;
7         if (op == 1) {
8             for (int j = 1; j <= 26; j++) {
9                 int cnt = query(1, 1, n, x, y, j);
10                 if (!cnt) continue;
11                 update(1, 1, n, x, y, j, 0);
12                 update(1, 1, n, tmp, tmp + cnt - 1, j, 1);
13 tmp += cnt;
14             }
15         } else {
16             for (int j = 26; j >= 1; j--) {
17                 int cnt = query(1, 1, n, x, y, j);
18                 if (!cnt) continue;
19                 update(1, 1, n, x, y, j, 0);
20                 update(1, 1, n, tmp, tmp + cnt - 1, j, 1);
21 tmp += cnt;
22             }
23         }
24     }
25     
26     return 0;
27 }





▪ 树状数组，用数组模拟树形结构。可以解决大部分基于区间上的更新以及求和问题。树

状数组可以解决的都可以用线段树来解决。

▪ 时间复杂度也是𝑂(log𝑁)但常数比线段树小。

——概述



线段树：一棵二叉树 树状数组：省去一些节点以使用数组



▪ 𝐶1 = 𝐴1

▪ 𝐶2 = 𝐴1 + 𝐴2

▪ 𝐶3 = 𝐴3

▪ 𝐶4 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 +

𝐴4

▪ 𝐶5 = 𝐴5

▪ 𝐶6 = 𝐴5 + 𝐴6

▪ 𝐶7 = 𝐴7

▪ 𝐶8 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 +

𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7 +

𝐴8

▪ 黑色代表原数组𝐴，红色代表树状

数组𝐶。



▪ 𝐶1 = 𝐴1

▪ 𝐶2 = 𝐴1 + 𝐴2

▪ 𝐶3 = 𝐴3

▪ 𝐶4 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 +

𝐴4

▪ 𝐶5 = 𝐴5

▪ 𝐶6 = 𝐴5 + 𝐴6

▪ 𝐶7 = 𝐴7

▪ 𝐶8 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 +

𝐴4 + 𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7 +

𝐴8

▪ 可以发现，这棵树是有规律的：

𝑪𝒊 = 𝑨𝒊−𝟐𝒌+𝟏 + 𝑨𝒊−𝟐𝒌+𝟐 +⋯+ 𝑨𝒊

▪ 𝒌为𝒊的二进制中从最低位到高位连续零的长度

▪ 例如， 𝑖 = 8 1000 2时，𝑘 = 3

▪ 我们将𝟐𝒌称为lowbit



——LOWBIT
▪ 根据前人的智慧，lowbit𝑖 = 𝑖&(−𝑖)

▪ 这里利用了负数的存储特性，负数是以补码存储的，负数的补码是将其对应正数按位取反后加一。

▪ 对于整数运算𝑥&(−𝑥)有：

1. 当𝑥 = 0时，即0&0 = 0；

2. 当𝑥为奇数时，最后一个比特位为1，取反加1没有进位，故𝑥和−𝑥除最后一位外，前面的位正好相反，按位与结果为0。所以最

后结果为1。

3. 当𝑥为偶数，且为2的𝑚次方时，𝑥的二进制表示中只有一位是1（从右往左的第𝑚 + 1位），其右边有𝑚位0，故𝑥取反加1后，从

右到左第有𝑚个0，第𝑚 + 1位及其左边全是1。这样，𝑥& (−𝑥)得到的就是𝑥。

4. 当𝑥为偶数，却不为2的𝑚次方的形式时，可以写作𝑥 = 𝑦 × 2𝑘。其中，𝑦的最低位为1。实际上就是把𝑥用一个奇数左移𝑘位来

表示。这时，𝑥的二进制表示最右边有𝑘个0，从右往左第𝑘 + 1位为1。当对𝑥取反时，最右边的𝑘位0变成1，第𝑘 + 1位变为0；

再加1，最右边的𝑘位就又变成了0，第𝑘 + 1位因为进位的关系变成了1。左边的位因为没有进位，正好和𝑥原来对应的位上的值

相反。二者按位与，得到：第𝑘 + 1位上为1，左边右边都为0。结果为2𝑘。

▪ 总结：𝑥&(−𝑥)，当𝑥为0时结果为0；𝑥为奇数时，结果为1；𝑥为偶数时，结果为𝑥中2的最大次方的因子。



▪ 如果要计算数组𝐴的区间和，比如说要算𝐴51~𝐴91的区间和，可以采用类似倍增的思想：

▪ 从91开始往前跳，发现𝐶𝑛管𝐴91这个点，那么继续找𝐴90，发现𝐶𝑛−1管的是𝐴90&𝐴89；那么你

就会直接跳到𝐴88，以此类推。𝐶𝑖管的数的个数是lowbit𝑖

▪ 不难得出:

𝒔𝒖𝒎𝒊 = 𝑪𝒊 + 𝑪𝒊−𝒍𝒐𝒘𝒃𝒊𝒕𝒊 + 𝑪𝒊−𝒍𝒐𝒘𝒃𝒊𝒕𝒊−𝒍𝒐𝒘𝒃𝒊𝒕𝒊−𝒍𝒐𝒘𝒃𝒊𝒕𝒊
+⋯

▪ 其中的𝑘𝑖是第𝑖项下标的𝑘值。



▪ 假设现在要查询区间[𝑙, 𝑟]的值，可以先求[1, 𝑟]的和减去[1, 𝑙 − 1]的和。

▪ 由于𝑥 = 𝑥 − lowbit𝑥等价于将𝑥的二进制的最后一个1减去。而𝑥的二进制中最多有log 𝑥个1，所以查询

效率是log 𝑥的。

——实现

1 inline int lowbit(int x) {
2     return x & (-x);
3 }
4 
5 int getsum(int x) {
6     int res = 0;
7     for (int i = x; i > 0; i -= lowbit(i)) {
8 res += C[i];
9     }
10     return res;
11 }



▪ 让𝐴𝑥增加𝑣，那么只有对于包含位置𝑥的区间会受影响。

▪ 一直令𝑥 = 𝑥 + lowbit𝑥，直到𝑥 > 𝑛，这一过程中，所有的𝑥都是受影响的点

▪ 时间复杂度也是𝑂(log𝑛)

1 void update(int x, int v) {
2     for (int i = x; i <= n; i += lowbit(i)) {
3 C[i] += v;
4     }
5 }



▪ 树状数组可以通过差分序列的转换，用来求解一些特殊的区间更新问题。

▪ 对数列𝐴进行差分，得到数列𝑑。对于每次区间更新[𝑙, 𝑟]，𝑑𝑙增加𝑣；dr+1减少𝑣。

▪ 用树状数组维护差分序列，每次更新只需两次单点更新即可。但此时只能满足单点查询。

▪ 区间查询：

▪ 根据A𝑖 = σ𝑗=1
𝑖 𝑑𝑗 有



𝑖=1

𝑥

𝑎𝑖 =

𝑖=1

𝑥



𝑗=1

𝑖

𝑑𝑗 =

𝑗=1

𝑥

𝑥 − 𝑗 + 1 𝑑𝑗 = 𝑥 + 1 ×

𝑗=1

𝑥

𝑑𝑗 −

𝑗=1

𝑥

𝑗𝑑𝑗

▪ 所以，我们只需要用树状数组维护𝑑𝑗的前缀和𝑗𝑑𝑗的前缀和。

——差分序列



—
—

实
现

1 int c[2][maxn];
2 
3 inline int lowbit(int x) {
4     return x & (-x);
5 }
6 
7 void update(int x, int v, int t) {
8     for (int i = x; i <= n; i += lowbit(i)) {
9 C[t][i] += v;
10     }
11 }
12 
13 int getans(int x) {
14     return (x + 1) * getsum(x, 0) - getsum(x, 1);
15 }
16 
17 int getsum(int x, int t) {
18     int res = 0;
19     for (int i = x; i >= 0; i -= lowbit(i)) {
20 res += c[t][i];
21     }
22 retunr res;
23 }



1 int main() {
2 cin >> n;
3     for (int i = 1; i <= n; i++) {
4 cin >> a[i];
5         update(i, a[i] - a[i - 1], 0);
6         update(i, i * (a[i] - a[i - 1]), 1);
7     }
8     int q;
9     while (q--) {
10         int op, l, r, v;
11 cin >> op;
12         if (op == 0) { // 查询[l,r]
13 cin >> l >> r;
14 cout << getans(r) - getans(l - 1) << endl;
15         } else { // 更新[l,r]
16 cin >> l >> r >> w;
17             update(l, v, 0);
18             update(r + 1, -v, 0);
19             update(l, v * l, 1);
20             update(r + 1, -v * (r + 1), 1);
21         }
22     }
23     return 0;
24 }

—
—

实
现



P1908 逆序对

▪ 给定一个长度为𝑛的正整数序列𝑎，求序列中满足𝑎𝑖 > 𝑎𝑗 , 𝑖 < 𝑗，的有序对个数。

▪ 𝑛 ≤ 5 × 105, 𝑎𝑖 ≤ 109



P1908 逆序对

▪ 思考如何统计第𝑖个数会与第1~𝑖个数构成多少逆序对

▪ 建立树状数组。按从左到右的顺序将数据的值对应位置+1。

▪ 对于第𝑖项，前𝑖 − 1项都被加入了树状数组，逆序对数量为𝑖 − getsum(𝑎𝑖)。

▪ 由于𝑎𝑖 ≤ 109，需要离散化。

1 int main() {
2 n = read();
3     for (int i = 1; i <= n; i++) {
4 a[i].v = read();
5 a[i].id = i;
6     }
7     sort (a + 1, a + n + 1, cmp);
8     for (int i = 1; i <= n; i++) rk[a[i].id] = i;
9     for (int i = 1; i <= n; i++) {
10         add(rk[i]);
11 ans += i - getsum(rk[i]);
12     }
13 cout << ans;
14     return 0;
15 }



P2154 [SDOI2009]
虔诚的墓主人

▪ 给定 𝑛 ×𝑚的矩形，每个格点是一块空地或一棵树。定义一块空地的价值为：以

这块地为中心，正上、正下、正左、正右都有恰好𝑘棵树的情况的总和。

▪ 求所有空地价值的总和。

▪ 1 ≤ 𝑁,𝑀 ≤ 109, 1 ≤ 𝑘 ≤ 10
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